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1 Grupy

Nie przekrecaj nazwy mojej grupy (...)
Ptomien 81, "Kiedy powiem na osiedlu"

Definicja 1.1. Mowimy, ze (G, *) jest grupa, jesli G jest zbiorem, * jest dzia-
taniem dwuargumentowym okreslonym na G i zachodza nastepujace warunki:

1. Jesli a,b € G, to axb € G. (G jest zamkniety ze wzgledu na x)
2. Jesli a,b,c € G, to (a*b) xc=ax (bxc). (x jest taczne)

3. Istnieje element e € G, taki ze e xa = a = a * e dla kazdego a € G.
(istnienie elementu neutralnego)

4. Jesli a € G, to istnieje element a=! € G, taki ze a x a~! = e. (istnienie
elementu odwrotnego)

Jesli zbior G jest skonczony, to jego moc |G| nazywany rzedem grupy. W prze-
ciwnym razie méwimy, ze rzad grupy wynosi nieskoriczonosé.
Uwaga! Dla a,b € (G, *) czesto stosujemy notacje ab = a * b.

Definicja 1.2. Grupe (G, *) nazywamy abelowa (lub przemienng), jezeli axb =
b * a dla dowolnej pary elementéw a,b € G.

Lemat 1.1. Niech (G, %) bedzie grupa.
1. Element neutralny e jest wyznaczony jednoznacznie.
2. Jeslia € G, to a"'xa = e oraz element a~! jest wyznaczony jednoznacznie.
Dowdd.
1. Przypu$émy, ze e, f € G s elementami neutralnymi. Wtedy e = ex f = f.
2. Dowdd pozostawiamy jako éwiczenie.

O

Definicja 1.3. Niech (G, *) bedzie grupa i niech g € G. Najmniejszg liczbe
naturalng k, taka ze g¥ = e nazywamy rzedem g i oznaczamy o(g) lub ord(g).
Jesli taka liczba k nie istnieje, méwimy, ze rzad g wynosi nieskonczonosé.

Definicja 1.4. Niech (G, x) bedzie grupa. Podzbiér H zbioru G nazywamy

podgrupa (G, *), jesli (H,*) jest grupa i piszemy H < G. Jesli H # G to

piszemy H < G. Indeksem |G/H| grupy H w G nazywamy liczbe ‘l%'



Definicja 1.5. Niech H i K beda grupami. Wtedy iloczynem tych grup na-
zywamy zbior H x K = {(h,k) : h € H,k € K}. Tworzy on grupe z dzialaniem
okreslonym przez (hy, k1) * (ho, ko) = (h1 *g ho, k1 *i k2).

Definicja 1.6. Niech (G, x) bedzie grupa i niech |G| = n. Jedli istnieje element
g € G, taki ze ord(g) = n, to G nazywamy grupa cykliczna generowana przez g
i piszemy G =< g >. Ogolniej, jesli g1, g2, ..., gm € G to grupa < g1, 92, ..., Gm >
generowang, przez gi, gz, ..., §m Nazywamy najmniejsza podgrupe G zawierajaca,
91,925 -+ 9m-

Przyklady grup.
1. Grupa trywialna, {e}.
2. Grupa liczb catkowitych z dziatlaniem dodawania, (Z,+).
3. Grupa liczb wymiernych bez zera z dzialaniem mnozenia, (Q \ {0}, ).

4. Grupa liczb catkowitych nieujemnych mniejszych niz n z dziataniem do-
dawania modulo n, ({0,1,2,...,p — 1}, 4+ (mod n)) (grupa cykliczna C,, o
rzedzie n).

5. Grupa liczb catkowitych dodatnich mniejszych niz p, z dzialaniem mnoze-
nia modulo p, dla p pierwszego, ({1,2,...,p — 1}, (mod p)).

6. Grupa permutacji ciagu (1,2, ...,n) z dzialaniem zlozenia funkcji, S,,.

7. Grupa diedralna izometrii plaszczyzny przeksztatcajacych n-kat foremny
na samego siebie z dzialaniem ztozenia funkcji, Do, .

8. Grupa macierzy n X n o wsp6tczynnikach zespolonych i wyznaczniku roz-
nym od zera z dzialaniem mnozenia macierzy, GLy(C).

Cwiczenie. Udowodnié, ze powyzsze przyktady sa grupami. Jakie sg ich elementy
neutralne? Ktore z nich sg abelowe? Jakie sa ich rzedy? Jakie sa w nich mozliwe
rzedy elementow? Jakie sg ich mozliwe podgrupy?

Definicja 1.7. Niech G bedzie grupa, a H jej podgrupa. Wtedy lewa warstwe
g € G wzgledem H definiujemy jako gH = {g * h : h € H}. Analogicznie
definiujemy prawa warstwe.

Twierdzenie 1.1. (Lagrange’a) Jesli grupa H jest podgrupa grupy G, to
H|||G.

Dowdd. Udowodnimy, ze zbiér lewych warstw wzgledem H stanowi partycje G.
Istotnie, jesli g € G, to g € gH. Przypuémy teraz, ze a,b € G oraz aH NbH # ()
iniech ¢ € aH NbH. Wtedy ¢ = ah; dla pewnego hy € H, a wiec dla kazdego
h € H mamy ch = ah1h € aH, a wiec cH C aH. Ale mamy réwniez ch;1 =a,a
wiec podobnie aH C cH. Stad aH = cH. Podobnie dowodzimy, ze bH = cH, a



wiec aH = bH. Zatem rézne warstwy wzgledem H maja albo puste przeciecia,
albo sg ta samg warstwg i pokrywaja G w calosci, wiec tworza partycje G. Ale
funkcja 0 : H — gH, taka ze 6(h) = gh jest bijekcja dla kazdego g, a wiec
wszystkie warstwy wzgledem H maja rozmiar |H|, skad |H|||G]|.

O
Definicja 1.8. Niech (G, *¢) oraz (H,*p) beda grupami. Funkcja 6 : G — H
jest homomorfizmem, jezeli 6(a xg b) = 0(a) *xgx 6(b) dla kazdych a,b € G.
Obrazem #(G) homomorfizmu nazywamy zbior {6(g) : ¢ € G}, a jego jadrem
ker 0 zbior {g € G : 6(g) = ey }. Funkcja ¢ : G — H jest izomorfizmem, jesli

jest homomorfizmem i bijekcja. Grupy G i H nazywamy izomorficznymi, jesli
istnieje izomorfizm ¢ : G — H i piszemy G ~ H.

Lemat 1.2. Niech 0 : G — H bedzie homomorfizmem, wtedy
1. 0(e¢) = en.
2. 0(g)~" =0(g7").
Dowdd. Dowod pozostawiamy jako éwiczenie.
O
Definicja 1.9. Podgrupe H grupy G nazywamy normalng i piszemy H <1 G

jesli gH = Hyg dla kazdego g € G. Réwnowaznie, H <1 G jedli gHg~! = H dla
kazdego g € G, gdzie gHg~* = {ghg™' : h € H}.

Twierdzenie 1.2. Niech G bedzie grupa i niech H < G. Zbiér G/H = {¢gH :
g € G} tworzy grupe z dzialaniem mnozenia (g1 H) - (g2 H) = g192H.
Dowad.

1. Mnozenie w G/H jest dobrze zdefiniowane - istotnie, jesli g1H = f1H
i goH = foH, to f5'fi 9192 = f3'hag = hafy'g2 = hohs € H, dla
pewnych hi, he, hs € H, wigc g1g2H = f1f2H.

2. G/H spelnia aksjomaty grupy - pozostawiamy do udowodnienia jako ¢wi-
czenie.

O

Twierdzenie 1.3. (o izomorfizmie) Niech 6 : G — H bedzie homomorfi-
zmem grup. Wtedy

1. (G) < H.
2. ker 0 < G.
3. G/ker 6 ~ 6(G).



Dowad.
1. Pozostawiamy jako éwiczenie.
2. Pozostawiamy jako ¢wiczenie.

3. Niech 0 : G/ker § — 6(G) bedzie funkcja, taka ze 0(gker ) = 6(g) dla
kazdego g € G. Wykazemy, ze 6 jest izomorfizmem. Jest to dobrze zdefi-
niowana funkcja, bo giker § = goker 8 < gy'gs € ker 6 < 0(g7 ' g2) =
e 0(g1) = 0(g2) & 0(g1ker ) = O(goker ). Przejécie tymi implikacjami
w drugg strone, wykazuje réoznowartosciowosé 6, wiec 6 jest bijekcja. Po-
nadto @ jest homomorfizmem, bo 0(gi1ker 6 - goker ) = 0(gygoker 6) =
0(9192) = 0(91)6(g2) = O(grker 0)0(gzker 6).

d

2 PiersScienie

Ciato ma jedynie trywialne ideaty.
Paulo Coelho

Definicja 2.1. Mowimy, ze (R, +,-,0) jest pierScieniem, jesli R jest zbiorem,
+, sg dzialaniami dwuargumentowymi okreslonymi na R i zachodza nastepu-
jace warunki:

1. (R,+) jest grupa abelowa z elementem neutralnym 0.

2. - jest laczne i rozdzielne wzgledem dodawania, to znaczy x(y+z) = xy+xz
oraz (y + z)x = yx + zx dla kazdych z,y, z € R.

Jesli z-y = y-x dla kazdych z,y € R, to R nazywamy pierscieniem przemiennym.
Jesli istnieje element 1 € R, taki ze 1 - = x = x - 1 dla kazdego = € R, to R
nazywamy pierScieniem z jedynka. W tym skrypcie rozwazamy tylko pierscienie
przemienne z jedynka.

Definicja 2.2. Pierscien przemienny z jedynka R nazywamy ciatem, jezeli dla
kazdego elementu x € R istnieje element y € R spelniajacy xy = 1.
Przyktady pierscieni.

1. Z z intuicyjnymi dzialaniami.
Q,R,C.
Z,, dla kazdej liczby naturalnej n.
R[X] - zbior wielomianéw o wspolczynnikach rzeczywistych.

Z[V2] = {a+bV2: a,b € Z} (gesty podzbior R).

ATl R



6. Z[i] = {a+bi: a,b € Z} - wszystkie punkty na plaszczyznie zespolonej o
catkowitych czesciach rzeczywistej i urojone;j.

7. Zbioér funkcji z R w R z dzialaniami dodawania i mnozenia okreslonymi

punktowo - (f +g)(z) = f(z) + g(z), (f - 9)(z) = f(z) - g(x).
8. C[0,1] - zbior funkeji ciaglych z [0,1] w R.

9. P(X) - zbior wszystkich pozdbiorow dowolnego zbioru X z dziataniami
A+B=(A\B)U(B\A),A-B=ANB.

10. R = {0} - piercien trywialny.

Cwiczenie. Udowodnij, ze podane przykltady sa pierScieniami. Jakie sa w nich
elementy neutralne dodawania i mnozenia? Ktoére z nich sa cialami?

Lemat 2.1. Niech R bedzie pierécieniem przemiennym z jedynka.
1. 0-z =0 dla kazdego = € R.
2. (—x)y = —zy dla kazdych z,y € R.

Dowdd. Dowod pozostawiamy jako ¢wiczenie.

O

Definicja 2.3. Podzbior S pierécienia R nazywamy podpierscieniem R jesli
jest pierScieniem z tymi samymi operacjami i tym samym elementem neutral-
nym mnozenia.

Przyktad.

ZwQ

R w R[X] dla dowolnego pierscienia R (definicja 2.4).

Uwaga! 27 nie jest podpierscieniem Z, poniewaz nie zawiera elementu neutral-
nego mnozenia. Podobnie {0} nie jest podpierscieniem w Z.

Definicja 2.4. Niech R,S beda pierscieniami. Ich suma prosta nazywamy
zbior R® S = {(z,y) : © € R,y € S}, ktory tworzy pierscien z operacjami
(z,y)+ (&, ¢)=(x+r 2,y +sy)i(z,y) (2,¢) =(z-r2',y-sy). Element
neutralny dodawania to (Og,0g), element neutralny mnozenia to (1g,1g).
Przyktad.

Z®L =1

Definicja 2.5. Niech R bedzie pierscieniem. Zbior wielomianéw, o wspolczyn-
nikach w R definiujemy jako R[X] = {(ag,a1,a2,...) :a, € RYnia, =0Vi>
N dla pewnego N}. Stopniem wielomianu nazywamy najwieksze d spelniajace
aq # 0, przy czym wielomian zerowy (0,0,...) nie ma stopnia. Wielomiany
zazwyczaj zapisujemy jako Y. a;X‘. R[X] tworzy pierscien z dzialaniami

(i aiX) + (g biX) = 2@ + b)) X i (7 gaiX?) - (i, biX') =



S (Xi—oajbi—j)X". Przy danym f = Y a; X’ € R[X]| mozemy rozwazy¢
funkcje f: R — R taka ze f(z) = Y. a;x%.

Uwaga! W pierécieniu Zy[X] mamy wielomian f = X2 4+ X speiajacy f # 0
(bo stopien f wynosi 2), ale f(z) = 0 dla kazdego x € Zs.

Definicja 2.6. Podzbiér I pierscienia R nazywamy ideatem, gdy jest pod-
grupg (R, +) oraz zr € I dla kazdych x € I, r € R.

Przyktad.

27 jest idealem w Z.



